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Изучается влияние микроструктуры турбулентности на интенсивность хаотического движения 
твердых частиц в газе. Рассмотрен случай однородной изотропной турбулентности. Получена 
система замкнутых функциональных уравнений, связывающих спектр корреляции Лагранжа 
частиц и спектр Эйлера несущей фазы. Для замыкания системы функциональных уравнений на 
уровне четвертых моментов привлекается гипотеза квазинормальности и аппроксимация поля 
скорости несущей среды случайным процессом Гаусса. Предложен приближенный способ 
решения полученной системы функциональных уравнений для спектров. Рассмотрена 
аппроксимация Кармана спектра турбулентности. Поведен анализ влияния инерции и скорости 
осаждения частиц на коэффициент турбулентной диффузии и энергию хаотического движения 
дисперсной примеси. 
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Введение 
Дисперсные турбулентные потоки используются во многих технических 
приложениях и широко встречаются в природных явлениях [1, 2]. Новое направление 
использования дисперсных систем в случайных гидродинамических полях – это пылевая 
плазма [3]. Дисперсные турбулентные потоки интенсивно изучаются современными 
экспериментальными методами и методами прямого численного моделирования (см., 
например, [4-15]).   
Теоретические методы исследования дисперсных турбулентных потоков можно 
разделить на два принципиально различных подхода, использующие переменные 
Лагранжа и Эйлера. Огромный объем информации, получаемый в методе Лагранжа при 
интегрировании коллектива случайных траекторий частиц, затруднительно использовать в 
инженерных приложениях. Поэтому в настоящее время основной подход, позволяющий 
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моделировать сложные гидродинамические течения дисперсных турбулентных потоков, 
использует подход Эйлера [1, 2].  
В описании Эйлера дисперсной фазы необходимо знание интенсивности 
хаотического движения и коэффициента турбулентной диффузии примеси. В широко 
используемых в литературе аппроксимациях турбулентная энергия и коэффициент 
турбулентной диффузии частиц моделируются на основе полуэмпирических соотношений 
[1-10]. В этом случае пренебрегается внутренней микроструктурой турбулентных вихрей. 
В турбулентности различают две принципиально различных корреляции. Корреляция 
Лагранжа, когда на траектории выделенной жидкой частицы находится корреляция 
скорости. В случае подходе Эйлера в двух различных точках потока вычисляются 
корреляции скорости произвольных жидких частиц, проходящих через эти выделенные 
точки пространства. Турбулентность имеет сложную иерархическую пространственно-
временную структуру.       
Учет пространственно-временной микроструктуры случайного поля среды и 
различия в корреляциях Лагранжа и Эйлера имеет принципиальное научное и 
практическое значение [11]. В настоящей работе привлекается метод исследования, 
основанный на спектральном представлении пространственно-временной микроструктуры 
турбулентного поля. Концентрация дисперсной примеси мала, обратного влияния на 
параметры турбулентности несущей среды нет. Столкновениями частиц друг с другом 
пренебрегается.     
В рамках спектрального подхода получена замкнутая система функциональных 
уравнений, связывающих корреляцию Лагранжа инерционной тяжелой частицы и 
корреляцию Эйлера скорости несущей среды. Проведен анализ влияния инерции и 
скорости относительного движения частиц на параметры турбулентности дисперсной 
фазы. Показано, что в отсутствии массовых сил коэффициент стационарной турбулентной 
диффузии инерционных частиц выше, чем пассивной примеси. Этот неожиданный эффект 
объясняется пространственной микроструктурой случайного поля скорости среды и 
различием в интегральных масштабах Лагранжа и Эйлера.    
1. Уравнения динамики частицы. Корреляция Лагранжа 
Рассматривается примесь твердых сферических частиц, плотность которых 
существенно превышает плотность несущей фазы. Уравнения движения частицы в 
фиксированной системе координат имеют вид  
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Здесь    ,t t V X  – скорость и координата частицы, p  – время динамической 
релаксации, g  – вектор ускорения массовых сил,  ,tU x  – скорость несущей среды.   
Скорость несущей фазы в фиксированной системе координат состоит из постоянной 
составляющей U  и флуктуаций  ,tu x  
   , ,t t  U x U u x  ,  , 0t u x . 
Угловыми скобками обозначается результат осреднения по ансамблю реализаций 
турбулентного поля. Из уравнений (1) видно, что установившаяся скорость частиц равна 
p
   V U g . В системе координат, движущейся с постоянной скоростью потока U , 
уравнения для скорости частиц  tv  и их координаты  tX имеют вид    
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где p W g  – относительная скорость частиц в результате действия массовой силы. 
Флуктуации скорости среды моделируются статистически стационарным и 
статистически однородным в пространстве случайным полем. Корреляция флуктуаций 
скорости в переменных Эйлера имеет вид  
     2, , ,i j ij Eu s u s u s s           x x x x  . 
Здесь  ,E s x  – автокорреляционная функция, удовлетворяющая условию 
нормировки  ,0 1E 0 . 
Для достаточно большого времени наблюдения pt  , влияние начальных условий 
исчезает. В этом приближении записываем из уравнения (2) выражение для флуктуации 
скорости частицы  
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Корреляция Лагранжа скорости частицы в изотропном приближении имеет вид  
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Здесь 
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
  – средние дисперсии флуктуаций 
скорости частиц и несущей среды,    pL t  – автокорреляционная функция флуктуаций 
скорости частицы,
         2 , ,pL ij i js s u u s s u s s         X X  – корреляция скорости 
несущей фазы на траектории частицы, автокорреляционные функции удовлетворяют 
условиям нормировки    0 1pL  , 
   0 1pL  .    
2. Спектральное представление 
Вводим спектральное разложение корреляции Лагранжа и корреляции флуктуаций 
скорости сплошной среды на траектории частицы  
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Спектры разложений        ,  p pL L     определяются как  
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и удовлетворяют условиям нормировки  
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Подстановка спектрального разложения (4) в формулу (3) приводит к выражению 
спектра Лагранжа частицы через спектр корреляции флуктуации скорости среды вдоль 
траектории частицы  
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Выражение для дисперсии флуктуаций скорости частицы вытекает из формул (3) 
при совпадении времен t t    
   
 
2 2
2
1
d
2 1
p
L
p
v u


 
 
  
  . 
Математика и Математическое моделирование. МГТУ им. Н.Э. Баумана 54 
Дисперсия случайного смещения частицы  2p t  равна  
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Коэффициент турбулентной диффузии примеси рассчитывается как производная от 
дисперсии смещения [16]   
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Интегральный временной масштаб корреляции Лагранжа частицы   
p
L  равен  
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Для достаточно больших времен наблюдения 
 p
t   коэффициент диффузии 
достигает своего стационарного значения  
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Интегральный временной масштаб флуктуаций скорости среды вдоль траектории 
частицы   
p
LT   выражается через спектр  
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Вытекает выражение для коэффициента турбулентной диффузии частиц через 
интегральный временной масштаб флуктуаций скорости среды на траектории частицы  
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Из формул (7) и (9) видно, что выполняется равенство 
   2 2p p
L Lv u T  .   
Как следует из данных прямого численного моделирования турбулентности, для 
крупномасштабных энергоемких флуктуаций автокорреляционная функция флуктуаций 
скорости среды вдоль траектории частицы близка к экспоненциальной зависимости [5-8]   
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Для этой аппроксимации спектр флуктуаций скорости среды вдоль траектории 
частицы равен  
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Выражение для спектра корреляции Лагранжа при экспоненциальной 
аппроксимации следует из формулы (5)  
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Отсюда находим выражение для отношения дисперсий флуктуаций скорости частиц 
и несущей фазы 
  
2
2
1
1
p p
p L
v
f
u T
 
 
 , 
 а также корреляцию Лагранжа частиц   
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Интегральный временной масштаб корреляции Лагранжа равен (6)    
p p
L p LT    . В 
зависимости от величины времени динамической релаксации частицы можно разбить на 
два класса: малоинерционные  
p
p LT  и инерционные 
 p
p LT . 
Для частиц с малой инерцией дисперсии флуктуаций скорости частиц и несущей 
среды близки  2 2v u . Интегральный временной масштаб корреляции Лагранжа 
стремится к интегральному временному масштабу вдоль траектории частицы    
p p
L LT  . 
Корреляция Лагранжа (11) соответствует частицам пассивной примеси (10). 
Для инерционных частиц интенсивность флуктуаций скорости примеси снижается  
 2 2 p
L pv u T  , временной интегральный масштаб корреляции Лагранжа стремится к 
времени динамической релаксации   
p
L p   , а корреляция Лагранжа (22) затухает как  
     exppL pt t    .    
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В традиционном подходе интегральный временной масштаб флуктуаций скорости 
несущей среды на траектории частицы аппроксимируется интегральным временным 
масштабом Лагранжа пассивной примеси  
p
L LT T  [1, 2, 9, 10, 14]. В этом случае без учета 
осредненного скольжения из формулы (9)  следует, что коэффициент турбулентной 
диффузии частиц не зависит от их инерции и равен коэффициенту турбулентной 
диффузии пассивной примеси 
  2p
LD D u T  . Этот неожиданный результат в 
литературе называют теоремой Чена [14, 15]. В традиционном теоретическом описании не 
учитывается внутренняя пространственная структура энергоемких турбулентных вихрей. 
В то же время, данные прямого численного моделирования случайного движения частиц 
свидетельствуют, что без учета осредненного скольжения коэффициент турбулентной 
диффузии инерционных частиц становится выше, чем пассивной примеси (см, например, 
[4-8, 11]).   
3. Корреляция скорости несущей среды вдоль траектории частицы  
Корреляция флуктуаций скорости вдоль траектории частицы записывается как  
 
       d , ,pL p Es s G s s s s           y y y  .  (12) 
Здесь функция плотности вероятности перехода частицы на расстояние y  за время 
s s         ,pG s s s s         y y X X .  
При записи выражения (12) привлекается гипотеза о слабой коррелированности 
траектории инерционной частицы (переменные Лагранжа) и флуктуации скорости среды 
(переменные Эйлера).  В литературе, посвященной турбулентности, эта гипотеза была 
высказана Коррсином [17]. В формуле (12) переходим к спектральному представлению 
 ,E s k  корреляции Эйлера  
  
 
 i3
1
, e , d
2
E Es s
  


k y
y k k  ,     i, e , dE Es s
   
k y
k y y  . (13) 
Для спектра  ,E s k  выполняется условие нормировки 
 
 3
1
,0 d 1
2
E 

 k k .  
В результате подстановки разложения (13) в выражение (12) с учетом уравнения 
движения (1) получаем формулу для корреляции скорости несущей среды на траектории 
частицы  
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   
 
     3
1
, exp i exp i d d
2
s
p
L E
s
s s s s s s


 
                    
  
 k k W k v k . 
Сомножитель в угловых скобках это – характеристический функционал случайных 
флуктуаций скорости частицы и учитывает смещение частицы внутри энергоемкого 
вихря. Флуктуации скорости несущей среды удовлетворительно описываются случайным 
полем Гаусса [8-10]. Случайная скорость частиц также процесс Гаусса, 
характеристический функционал имеет вид (cм., например, [18])  
       
s 2
2
s
exp i d exp d dξ exp
2 2
s s
i j
i j p
s s
k k k
v v s s
  
  
     
                      
    
  k v  . 
С учетом спектрального разложения Корреляции Лагранжа частиц (4) записываем 
формулу для корреляции скорости несущей среды вдоль траектории частицы  
 
   
 
     
 
2 2
3 2
1 cos1
, exp i d d
22
p p
L E L
k v s
s s s


   
         
    
 k k W k  . (14) 
Видно, что флуктуации скорости среды вдоль траектории частицы зависят от 
корреляции Эйлера, осредненного скольжения и случайного смещения частицы внутри 
энергоемкого вихря. Осредненная скорость и блуждания частицы приводят к ослаблению 
корреляции скорости среды вдоль ее траектории. Из формулы (14) следует, что для 
корректного описания осредненного скольжения и случайного смещения частиц 
необходим учет внутренней пространственной микроструктуры флуктуаций скорости 
среды. Для однородного поля флуктуаций скорости среды        
3
, 2E Es s    k k  
корреляция вдоль траектории частицы не зависит ни от осредненного скольжения, ни от 
инерции частиц. В этом приближении справедлива теорема Чена.   
Уравнения (5) и (14) образуют замкнутую систему функциональных уравнений для 
расчета спектров Лагранжа частицы и флуктуаций скорости среды вдоль ее траектории. 
Метод приближенного решения системы функциональных уравнений заключается в 
следующем. Для заданного спектра Эйлера рассчитывается спектр корреляции скорости 
среды вдоль траектории частицы (14). По формуле (8) находится интегральный временной 
масштаб флуктуаций скорости среды на траектории частицы  
p
LT . Корреляция 
флуктуаций скорости среды вдоль траектории частицы аппроксимируется в виде 
экспоненциальной зависимости (10). Далее по спектральным разложениям определяются 
все параметры хаотического движения частиц.  
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В экспоненте формулы (14) дисперсию случайного смещения частицы внутри 
энергоемкого вихря аппроксимируем в баллистическом приближении  
     
 
2
2 2 2
2
1 cos
d
p
p L
v s
s v s


 
    
 
 . 
В этом случае корреляция флуктуаций скорости несущей среды на траектории 
частицы принимает вид   
 
   
 
  2 2 23
1 1
, exp i d
22
p
L Es s s k v s
 
      
 
 k k W k  . (15) 
4. Аппроксимация Кармана спектра Эйлера 
Трехмерный спектр развитой турбулентности в области энергоемких вихрей и 
инерционного переноса энергии моделируется формулой Кармана (см., например, [19])  
   
2
2
2
, ,E E k
k

    k  ,   
 
2
2
4
2
17 65 2
2
, e
1
kE
E
E k
E
k
k
k k k


   
 
 
 . 
Здесь E  – нормировочная константа спектра; Ek  – масштаб в пространстве 
волновых чисел, который будет определен в дальнейшем;  частота k  соответствует 
модели инерционного переноса энергии по спектру 
1 3 2 3
k Q k   ;  Q  – константа порядка 
единицы.  
Значение масштаба волновых чисел Ek  определяется из условия совпадения 
асимптотики спектра Кармана для больших волновых чисел Ek k  и спектра 
Колмогорова для области инерционного переноса энергии по спектру 
   3 2 3 2KE Ek C E    (   – турбулентная диссипация;     23 2E u – турбулентная 
энергия; K 1.67C  – константа Колмогорова). Временной интегральный масштаб спектра 
равен E ET a E  . Константы , ,E Ea Q  рассчитываются на основе аппроксимации 
Кармана.  
С учетом формулы (15) и аппроксимации Кармана записывается выражение для 
флуктуаций  скорости несущей среды на траектории частицы  
   
 
2 2 2
17 65 2
1
exp i d
4 21
p E k
L
E
E
k s
s s
k k k
  
     
    
 
 k W k  ,  
2 2 21k k kk v     . 
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В соответствии с основной идеей моделирования по корреляции флуктуаций 
скорости несущей среды на траектории частицы определяется ее спектр    pL  . 
Временной макромасштаб флуктуаций скорости среды на траектории частицы 
оценивается как 
 
 
2
1
erf
2 21
p E E
L
EE p
T
T
f


   
  
    
 .  (16) 
Здесь 2W u   – параметр, описывающий эффект пересечения траекторий в 
результате осредненного скольжения частицы, 21 E pf
      – модернизированный 
параметр скольжения, параметр 1E   вычисляется по заданному спектру, а значение 
параметра     задается порядка единицы.  
Для безынерционных частиц 0p    в отсутствии осредненной скорости скольжения 
0   из формулы (16) следует оценка для интегрального временного масштаба 
корреляции Лагранжа частиц пассивной примеси 
21
E
L
E
T
T 
 
 . 
Интегральный временной масштаб корреляции Лагранжа пассивной примеси всегда 
меньше, чем интегральный временной масштаб корреляции Эйлера. Это объясняется 
разрушением корреляции микрочастицы при ее случайном блуждании внутри 
энергоемких флуктуаций скорости среды. Определяем параметр инерции частиц – 
критерий Стокса  St p p ET  . Для инерционных частиц   St 1p  без массовых сил 0   
функция отклика 1pf   и интегральный временной масштаб флуктуаций скорости среды 
на траектории частиц стремится к интегральному временному масштабу корреляции 
Эйлера  
p
L E LT T T  .   
Отношение коэффициентов турбулентной диффузии инерционной тяжелой примеси 
и пассивного скаляра имеет вид 
  2
2
1 1
erf
1 2 2
p
E E
E p E
D
D f


     
  
     
 . 
Для инерционных частиц St 1p  в отсутствии массовых сил  0W   коэффициент 
стационарной турбулентной диффузии частиц становится выше, чем пассивной примеси 
    21 1
p
ED D    .  Для безынерционных частиц St 1p  при существенном 
скоростном скольжении 1  коэффициент турбулентной диффузии частиц снижается  
   
1p
ED D

  .  
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5. Результаты расчетов  
Расчеты проведены для структурного параметра 1E  , что соответствует 
отношению интегральных временных масштабов Лагранжа пассивной примеси и Эйлера 
0.7L ET T  . Это значение близко к данным прямого численного исследования [6].  
Рис. 1 иллюстрирует тенденцию роста интегрального временного масштаба 
Лагранжа с увеличением параметра инерционности частиц. С ростом коэффициента 
динамической релаксации частиц увеличивается интегральный временной масштаб 
флуктуаций скорости несущей следы вдоль траектории частицы (см. рис. 2). Для частиц 
большой инерции   этот интегральный временной масштаб стремится к интегральному 
временному масштабу одноточечной корреляции Эйлера. Для малоинерционных частиц 
St 1p  временной интегральный масштаб флуктуаций скорости вдоль траектории 
частицы переходит в масштаб Лагранжа пассивной примеси.  
Увеличение инерции частиц приводит к снижению дисперсии флуктуаций скорости 
частиц (рис. 3). В то же время увеличение инерционности примеси приводит к более 
медленному затуханию корреляции Лагранжа (рис. 4). Из рис. 4 также следует 
корректность экспоненциальной аппроксимации (10) флуктуаций скорости среды вдоль 
траектории частицы.  
 
Рис. 1. Зависимость интегрального временного масштаба Лагранжа частиц от параметра инерции:  
линии – расчет; точки – результаты  из работы [6]. 
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Рис. 2. Влияние времени релаксации частицы на временной интегральный масштаб корреляции скорости 
несущей фазы вдоль траектории частицы. Сплошная кривая – расчет, штриховая кривая [7], точки – данные 
[10]. 
 
Рис. 3. Влияние инерции частиц на интенсивность хаотического движения дисперсной примеси. Линия – 
расчет, точки – данные из работы [6]. 
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Рис. 4. Корреляция Лагранжа частиц. Сплошные кривые – расчет по формуле (11), штриховые кривые – 
данные из работы [6]: 1 –  St 0p  ; 2 – 1; 3 – 2.5. 
 
На рис. 5 показано влияние инерции частиц на коэффициент турбулентной 
диффузии дисперсной примеси. Видно, что коэффициент турбулентной диффузии 
инерционных частиц выше, чем пассивной примеси.    
С физической точки зрения этот эффект объясняется следующим образом. 
Среднеквадратичная скорость частицы равна 
2
pv v f u  . За счет инерции длина 
коррелированного движения частицы порядка 
 p
p Ll v  . Коэффициент диффузии примеси 
оценивается как 
 p
pD l v . Для инерционных частиц St 1p , среднеквадратичная 
скорость частицы St pu  , масштаб Лагранжа 
 
St
p
L E pT  , масштаб пространственной 
корреляции Stp E pl uT , коэффициент диффузии 
 p
E LD T u D T u   .     
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Рис. 5. Влияние инерции частиц на коэффициент турбулентной диффузии частиц. Подписи как на рис. 2. 
 
 
Рис. 6. Влияние осредненного скольжения частиц на коэффициент  турбулентной диффузии для спектра 
Кармана для структурного параметра 1E  . Штриховая кривая при St = 0p , сплошные кривые: 1 – 1
; 2 – 1.3; 3 – 1.7. 
 
Рисунок 6 иллюстрирует влияние инерции и осредненного скоростного скольжения на 
коэффициент турбулентной диффузии частиц. Видно, что осредненное скольжение 
существенно понижает значение коэффициента турбулентной диффузии примеси. Это 
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объясняется уменьшением времени контакта частиц с энергоемкими флуктуациями 
несущей среды. Для малых значений параметра   из Рис. 6 следует, что коэффициент 
диффузии инерционной примеси выше, чем пассивной. Этот эффект объясняется 
различием в интегральных временных масштабах Лагранжа и Эйлера. На рис. 6 показано 
также влияние относительного скольжения фаз на коэффициент турбулентной диффузии 
при различных значениях параметра  .   
 
Заключение  
Анализ параметров хаотического движения дисперсной примеси в результате 
вовлечения частиц в турбулентность проведен в рамках двух гипотез. Во-первых, 
предполагается слабая корреляция нелокальных флуктуаций скорости среды в 
переменных Эйлера и случайной траектории частицы в переменных Лагранжа. Во-вторых, 
предполагается, что флуктуации скорости инерционных частиц являются случайным 
процессом Гаусса.  
В рамках этих гипотез построена замкнутая система функциональных уравнений для 
расчета связи между спектрами корреляций Лагранжа частиц и корреляции Эйлера. 
Получена замкнутая система алгебраических уравнений для расчета временных 
интегральных масштабов Лагранжа и корреляции скорости среды на траектории частицы. 
Представлены формулы для расчета дисперсии флуктуаций скорости частиц и 
коэффициента турбулентной диффузии дисперсной примеси. 
Исследовано влияние инерции частиц, скорости осредненного скольжения и 
микроструктуры флуктуаций скорости среды на параметры хаотического движения 
примеси. Показано, что в отсутствии массовых сил коэффициент стационарной диффузии 
инерционных частиц всегда выше, чем коэффициент диффузии безынерционной примеси.  
Работа поддержана грантом РФФИ  14-08-00970. 
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Based on the spectral expansion of Euler correlation of the carrier medium the a closed 
system of functional equations for the Lagrange spectra of heavy inertial particles and the veloci-
ty fluctuations of the carrier medium on the particle trajectory have been obtained. To split the 
fourth moments the approximation of quasinormality and velocity fluctuations of particles is per-
formed by a random Gaussian process. The approximate self-consistent method is proposed for 
solving the resulting system of functional equations. The influence of the particle inertia, the ve-
locity of the averaged slip and microstructure of velocity fluctuations of the medium on the pa-
rameters of the chaotic motion of an impurity has been studied. It is shown that the difference in 
integral time scales of Eulerian and Lagrangian correlations is associated with the spatial micro-
structure of velocity fluctuations of the medium. It is established that in the absence of mass 
forces, the coefficient of the stationary diffusion of inertial particles is always greater than the 
diffusion coefficient of inertialess impurity. The dependence of the turbulent diffusion coeffi-
cient of particles impurity on the structural parameter of turbulence has been illustrated. The 
spectrum of Euler correlations of medium velocity fluctuations is modeled by Karman distribu-
tions. The influence of the particle inertia, the velocity of the averaged slip and microstructure of 
velocity fluctuations of the medium on the parameters of the chaotic motion of an impurity has 
been studied. It is shown that the difference in integral time scales of Eulerian and Lagrangian 
correlations is associated with the spatial microstructure of velocity fluctuations of the medium. 
It is established that in the absence of mass forces, the coefficient of the stationary diffusion of 
inertial particles is always larger than the diffusion coefficient of inertialess impurity. The de-
pendence of the turbulent diffusion coefficient of particles impurity on the structural parameter 
of turbulence has been illustrated. 
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